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Kriterien fur Sortierverfahren

e Allgemeinheit,

e Einfachheit,

e |n Situ—Eigenschaft (wenig Platz),
e Schlusselvergleiche schwer und

e grolitmogliche Anzahl der Vergleiche
< nlogn —+ cn,

e Ubrigen Operation < ¢(nlogn).

e
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State-of-the-Art

Untere Schranke: Ciaz(n) > Cap(n) >
log(n!)| — 1 =~ nlogn — 1.4427n,

Ziel: Ciar(n) bzw. Cqu(n) < nlog n + en fur kleines ¢

@ Universitat Bremen
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State-of-the-Art (2)

Quicksort-Varianten:

QUICKSORT (Hoare 1962)

Cav(n) = 1.386nlogn — 2.846n + O(logn)
CLEVER-QUICKSORT (Hoare 1962)

Cav(n) = 1.188nlogn — 2.255n + O(logn)
QUICK-HEAPSORT (Cantone & Cincotti 2000)
Cavin) =nlogn+ 3n+ o(n)
QUICK-WEAK-HEAPSORT (Ubung)

Cavin) =nlogn+ 0.2n + o(n)
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State-of-the-Art (3)

Heapsort-Varianten:

HEAPSORT (Williams 1964) bzw. (Floyd 1964)
Ciar(n) =2nlogn + O(n)
BOTTOM-UP-HEAPSORT (Wegener 1993)
Crmae(n) = 1.5nlogn + O(n) allerdings
Cav(n) =nlogn 4+ O(n)
WEAK-HEAPSORT (Dutton 1993)

(T.r.r.i'.u;..r:(ﬂ.) — |DQ Tl —|— 0.1n )
RELAXED-WEAK-HEAPSORT (Ubung)

Cinar(n) =nlogn — 0.9n
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Clever-Quicksort (Median-of-3)

Auswahl! des Pivotelementes (Median-of-3 Strategie):
-a)m=({+r)/2o0derb)m=1+41

- Pivot: mittleres Element von { Al[l], A{m]|, Alr]}

- vertausche A|[r| mit Pivot, weiter wie bisher

Worst-case:

- verschwindet in a) fur auf- bzw. absteigende Sortierung
- existiert immer noch

@ Universitat Bremen
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Clever-Quicksort (Median-of-3)

@ Universitat Bremen

Bemerkundg: Median von 3 Objekte kann in
durchschnittlich 8/3 Vergleichen gefunden werden.

— Divide im Mittel n — 3+ 8/3 = n — 1/3 Vergleiche.
Wahrscheinlichkeit, dafl = an der Position % steht, ist
gleich (k — 1)(n— %)/ & ,dak — 1 Positionen fur das

3
kleinere und n — k Positionen fur das grozere Objekt.

0, firn € {0. 1}

1, furn =2

Canln) = S (k=1)(n—k)(V(k=1)+V (n—k))
| 1 | k=1
- €

Satz: Schlusselvergleiche im Mittel

Cav(n) =~ 1.188nlogn — 2.255n + O(logn)
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Implementierung
Siehe Sedgewick:
The analysis of
guicksort
programs, Acta
Informatica,
Journal of
Algorithms,
15(1):76-100,
1993
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static void sort (Orderable A[], int left,int right) {

}

if

}

el

}

(right-left >= 3) {
if (A[right] .less(A[left+1])) swap(A,left+l,right)
if (A[right] .less(A[left])) swap(A,left,right);
if (A[left] .1less(A[left+1])) swap(A,left+l,left);
int 1 = left+l, j = right;
Orderable v = A[left];

do {
do { i++; } while (A[i].less(v));
do { j--; } while (v.less(RA[j]));

if (§j »= 1) swap(A,i,j);
}
while(j >= 1i);
swap (A, left,j);
if (j-left < right-i+1) {
sort (A, left,j-1);
sort (A,1,right) ;
}
else {
sort (A,1i,right) ;
sort (A, left,j-1);

}

ae
threesort (A, left,right);
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Heapsort

~rinzip von Heapsort: Sortieren durch wiederholtes
Auswahlen des Maximums (Auswahlsort). \Verwende
Struktur (Heap), die Bestimmung des Maximums

effizient unterstutzt.

Verwandle unsortierte Folge F in einen Heap

while (F <> {})
gebe maximales Element von F aus
entferne maximales Element aus F und

verwandle Restfolge wieder in einen Heap

@ Universitat Bremen



[
1Zl Technologie-Zentrum Informatik

Definition
Folge F' = (kq.ko.....k,) von Schlusseln heil3t Heap,
wennfuralle: =1.2.....n/2 qgilt:

1 2 3 4 5

6
471171431151 8 | 4

7
2

AT115(17 8 1453 4| 2

@ Universitat Bremen



[
1Zl Technologie-Zentrum Informatik

Veranschaulichung

@ Universitat Bremen
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Vollstandiger Binarbaum mit Positionsnummern:

- Level i hat 2 Knoten (auRer dem letzten Level)

- Knoten von oben nach unten und von links nach rechts
numeriert

- Knoten i hat Knoten 2: als linken und Knoten 2:i 4+ 1
als rechten Sohn
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Entfernen
des Maximums

@ Universitat Bremen

1. Entferne k4
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Versickern

Allgemeiner: versickere k; ini,... .1

LR N R ;iu-ll LR R N _kl'j-l, AIEJ,_I_J_ LR N N N NN
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Pseudo-Code

class HeapSort extends SortAlgorithm {

static volid pushdown (Orderable A[],int 1,int n)
while (2*i <= n) { // i hat linken Sochn

int j = 2*i;
1if (] <« n && A[j].less(A[]j+1]))

if (A[i] .less(A[§]1)) {
swap (RA,1i,73);

}

else 1 = n; // exit loop

i = 3J; // verzickere weiter

@ Universitat Bremen

{

i =3 + 1; // 21 + 1 ist groesserer Sohn
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Erstellung eines Heaps

Beobachtung:
Die Elemente A[n/2]..... A[n] erflullen bereits die
Heap-Bedingung

public static void heapify (Orderable A[]) {
// verwandle A in einen Heap
int n = A.length-1;
for (int i = n/2; i »>= 1; i--) {
pushdown (A, 1,n) ;

@ Universitat Bremen } }
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AuRere Schleife

public static void sort (Orderable A[]) {

heapify (4) ; // generiere Heap
for (int i = A.length-1; i »= 2; i--) {
swap (A,1,1);

pushdown (&,1,i-1); // versickere Wurzel

)
J
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Analyse Iteriertes Versickern

(k—1)— Tiefe | # Elemente | # \Vergleiche

0| 2k +/2Y 0

1 k=151 2.1

2 2k=1/22 2.2

i 2k—1 o1 2i

k—1|2k—1/0k-1 2(k—1)
n=2"-1 I 1;":_1 i
Gesamtaufwand =27~ § 2—
1=0 2!

e
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Analyse

Wissen:

Falls A Heap mit n Schlusseln

max(A): 1, deletemax(A): 2 log n (2 Vergl. pro Niveau)
heapify(A): 2n

Insgesamt:

Laufzeit: O(nlogn), genauer: < 2nlogn + 2n
Schlusselvergleiche

Platzbedarf: n fur das Eingabearray + O(1)

Schlimmster Fall in Heapsort:
Es wird immer das kleinste Element versickert

@ Universitat Bremen
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Beobachtung

Die erwartete Tiefe eines versickerten Elementes im
Heap ist grofd.

|dee Bottom-Up-Heapsort:

- Bestimme nur groReren der beiden Sohne mit einem
Schlusselvergleich pro Niveau

- sinke immer bis zu einem Blatt (search-leaf)

- steige dann wieder auf (bottom-up-search)

@ Universitat Bremen
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Bottom-Up-
Heapsort

@ O ®® eo ao

@ O @9 oo oo
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Pseudo-Code (1)

\ersickern:
vold pushdown (int root, int m) {
int j = LeafSearch(root,m);

j = BottomUpSearch (root, j);
Interchange (root, j) ;

}

Suche speziellen Weq:

static int LeafSearch (Orderable A[],int root,int m) {
int 1 = 0, j = Path[i++] = root;
while ((2*j)<m)
if (A[2*j+1] .less(A[2*%§])) Path[i++] = j = 2*7;
else Path[i++] = jJ = 2*j+1;
}
if(2*j==gize) j = Path[i++] = m;
return j;

}

@ Universitat Bremen
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Pseudo-Code (2)

Suche Einsinkposition:

static int BottomUpSearch (Orderable AJ[],int 1i,int j}{
while (j=1i && A[j].less(A[i]l)) J /= 2;
return j;

}

Ringtausch effizienter als iteriertes Vertauschen:

static voild Interchange{Drderable All,int i,int J){
int k=0; Orderable v = A[Path[0]];
for(;Pathlk]<j;k++) A[Path[k]] = A[Path[k+1]];

A[Path[k]] = wv;

}

@ Universitat Bremen



[
1Zl Technologie-Zentrum Informatik

Worst-Case

Satz: Bottom-up Heapsort fuhrt zum Sortieren einer
Folge von n Schlusseln im schlechtesten Fall nur

1.5nlogn + (2 — e(n))n + O(log? n)
Schlusselvergleiche aus (Wegener 1993).

Fleischer (1991) sowie Schaffer und Sedgewick (1993)
haben worst-case Beispiele angegeben, bei denen die
Anzahl! der wesentlichen Vergleiche fur
BOTTOM-UP-HEAPSORT gleich

1.5nlogn —o(nlogn) ist.

@ Universitat Bremen
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Average Case

Satz: Im Mittel benotigt Bottom-up Heapsort (nur)
nlogn + O(n) Schlisselvergleiche (Li & Vitanyi 1993).

Experimente:

Seld(n) so gewahlt, dald nlog n + d(n)n die erwartete
Anzahl an Schlusselvergleichen von
BOTTOM-UP-HEAPSORT ist. Dann liegt d(n) im
Intervall von [0.34,0.39]. Diese Zahl ist groR fiir n ~ 2*
und klein fir n ~ 1.4 . 2%

@ Universitat Bremen
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Weak-Heap-Sort

Die Datenstruktur Weak-Heap ...

o

[ )]
L)\,n zerfallt in Substrukturen:
@\

| 6
Gﬁ)/\_)\ré)

| 35

/_\/\J

7 i
O&X Y
{10 11

L
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Verschmelzen

@ Universitat Bremen

Merge ( Knoten x , durch ¢ beschriebener Baum ):

Voraussetzung: (. 01'1(y)), (y.r1'(y)) Weak—-Heaps.
Fall a) a[x] = aly], Fall b) a[x] < aly].

Satz: Merge liefert einen Weak—Heap und benotigt einen
Vergleich.

Achtung: Teilbaumrotation muf} realisiert werden.
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Generieren
eines |
Weak-Heaps  ~ “

Zur Initialisierung des Weak-Heaps wird jeder Knoten 4
mittels Merge mit seinem GrolRRelternteil Gparent(y)
verbunden (bottom—up).

Satz: Heapify liefert in n — 1 Vergleichen einen
Weak-Heap.
@ Universitat Bremen
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Sortierung

@ Universitat Bremen

MergeForest ( derzeitige GroRRe m ):

C ) ’;Fn’:r.n-'“ RS
i
,"' E'\-\-_

Satz: MergeForest liefert in einen Weak—-Heap-\Wald
einen neuorganisierten Weak—Heap.
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Arrayeinbettung

Problem der Arrayeinbettung:

1. Die Wurzel root('1") wird auf die Arrayposition 0
abgebildet.

2. Falls der Knoten v &« ‘1" auf die Arrayposition
abgebildet wird, so wird ichild(v) auf die Position
21 + Reverselx] und rehild(v) auf die Position
2r + 1 — Reverse|x| abgebildet.

@ Universitat Bremen



[
1Zl Technologie-Zentrum Informatik

3 Falle

In den Fallen b) und c) liegen m und a auf
unterschiedlichen Leveln, d.h.

depth(xr) = depth(m) — 1 = [log(m+1)| — 1
in Fall a) gilt hingegen

depth(r) = depth(m) = [log(m 4+ 1)].

@ Universitat Bremen



[
1Zl Technologie-Zentrum Informatik static int Gparent (int j) {
while ((j & 1) == 0) j /=

return (j / 2);

}

static void Merge(int i,int j,

PseUdO Orderable A[], boolean Reverse[]) |
if (A[i].less(A[§1)) {

swap(A,1i,]j); Reversel[j] = !Reversel[j];
Code }
}

static void MergeForest (int m,

2;

Orderable A[], booclean Reverse[]) |
int x=1;
while ((2*x + (Reverse[x]?1:0)) < m)
X = 2*x + (Reverse[x]?1:0);

do
{ Merge (m,x,A,Reverse); x /= 2; }

while (x=0);

}

static void sort (Orderable A[])

for(int i=1; 1 < A.length; i++ ) A[i-1] = A[i];

boolean Reverse [] = new boolean[A.length];

for (int i = A.length-2; i >= 1; i--)
Merge (Gparent (i) ,1i,A,Reverse) ;

A[A.length-1] = A[O0];

for (int 1 = A.length - 2; 1 >= 2; i--)
MergeForest (i,A, Reverse) ;

@ Universitat Bremen
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Analyse

@ Universitat Bremen

Saiz: Sei k = |log n|. Die Anzahl der Vergleiche in
WEAK-HEAPSORT is durch
nk — 2k +n—1<nlogn -+ 0.086013n beschrankt.

Sewels: Die Aufrufe von MergeForest(i) benotigen
hochstens 5"~ [log(i + 1)] = nk — 2k Vergleiche.

Zusammen mit den n — 1 Vergleichen um den
Weak-Heap aufzubauen haben wir also insgesamt
nk — 2k 4+ n — 1 Vergleiche.

Fur alle n findet sich ein = in [0, 1] with
nk —24+n—1=nlogn+nr—n2*+n—1=
nlogn4+n(xr—24+1)— 1.

Einfache Analysis (Ableitungen) zeigt, dal? die Funktion
f(r) =ax—2"+1ihrMaximumanxzg = —Inin2/In 2
mit Funktionswert [ (rg) = 0.086013 annimmt.
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Engineering

Experimente: Sel d(n) so gewahlt, dald nlogn + d(n)
die erwartete Anzahl von Vergleichen fur

WEAK-HEAPSORT ist. Dann ist
d(n) € [—0.47,—-0.42]. Weiterhin ist d(n ) klein fur

n =~ 2% und groR firn ~ 1.4 . 2*.

@ Universitat Bremen
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Quick-Heapsort

\dee: Hybrid-Algorithmus, verbindet den
Divide-and-Conguer Ansatz von QUICKSORT mit
HEAPSORT.

Trick: Aufteilung des Elementarrays in umgekehrter
Richtung, d.h. A[1..; — 1] groRer als Pivot A[4] und
Al7 + 1..n] kleiner-gleich dem Pivot an ;.

cinseitiges Heapsort: EXTERNAL-HEAPSORT wird fur
das kleinere Elementarray aufgerufen. Ist dies der erste
Teil so konstruiert QUICK-HEAPSORT einen Max-,

sonst einen Min-Heap.

@ Universitat Bremen
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Quick-Heapsort

Versickerung in EXTERNAL-HEAPSORT: Das
Wurzelelement wird jeweils durch das kleinere Kind
ersetzt (1 VVergleich) und an die Endposition in den
jeweils anderen Teilbereich geschrieben (Tausch).

Rekursion: CF (n) Mittel von EXTERNAL-HEAPSORT.

(.:r.:r'._r:'(]_) — D, (.?.:31:'(2) = 1 Und '(.1:3'.!?(2'!4'.) —

2n—+ 1+ % > _;’:1 Cl.(j—1) 4+ Cav(2n — j)+
Z .$;;J+l ('?:r{xrr(z” - I) + (-?u't-*(.?— - 1)

Satz: Im Mittel sortiert QUICK-HEAPSORT
n Elemente in < nlogn + 3n + o(n) Vergleichen.

@ Universitat Bremen
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Pseudo-Code

a) Fulle Lucke in Max-Heap mit jeweils kleinerem Kind
und gebe resultierendes Blatt zurtick

static int max special leaf (Orderable A[],
int left, int right) {
int i = left+l; // left son of root
while( i<right ) {
1if (A[i].less(A[i1+1])) 1++;
Alleft + (i-left+1)/2 - 1] = A[i];
i = left + 2*(1-left+l) - 1;
}
if (i == right) {
Alleft+ (i-left+1) /2 - 1] = A[i];
i = left + 2*(1-left+1l) - 1;
}

return left + (i-left)/2;

}
@ Universitat Bremen
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Pseudo-Code (2)

b) Sortiere A in den Grenzen I = |heapleft..heapright]
hinein in den Bereich [workright — |I| + 1..workright]

static void external maxheap sort (Orderable A[],
int heapleft, int heapright, int workright) {

build max heap (A, heapleft, heapright) ;
for(int j=heapright; js>=heapleft; j--) {

Orderable tmp = A[workright];

A [workright--] = Alheapleft];

int 1 = max special leaf (A, heapleft, heapright);

A[l] = tmp;

}
}

@ Universitat Bremen
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static void quickheap (Orderable A[],
int left, int right) |{
while (right-left > 0) {
int 1 = left, j = right+1;

PseUdO- Orderable v = A[left];

do {
(:: (j :3 do j--; while (j>=i && A[j].less(v));
O e ( ) do i++; while (i<=] && v.lessEqual (A[i]));

if (j > 1) swap(A,i,]j);

}

while(j == 1} ;

swap (A,left, right - (j-left));

if( (j-left) >= (right-j) ) {
external minheap sort( A, j+1, right, left );
left = right - (j-left) + 1;

}

else |
external maxheap sort( A, left+l, j, right );

right = right - (j-left) - 1;
}

}
}

d) Sortierung im Bereich A[1..n]:

public static voilid sort (Orderable A[]) {
quickheap(A,1,A.length-1);
}

@ Universitat Bremen
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Radix-
Sort

@ Universitat Bremen

Nutzt Zahldarstellung der Schlussel anstelle von
Vergleichen

Schllssel k= Wort Uber Alphabet mit 1 Elementen

II!- .
k= (;"':u'.r'- L':u'.r—l'- .o J?a.:]_._ J?a.:[j)”j_ s Z JEHF '.”n'l?
1=0
k;, € {0,...,m —1}

m = 10 Dezimalzahlen
m = 2 Binarzahlen

m = 26 Zeichenketten uber {a,.... z}

Funktion: -, (k. i) = Fk,
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Radix-Exchange-Sort

@ Universitat Bremen

Sortieren durch rekursive Aufteilung nach hochstwertigen
Ziffern (Bits)

Radix-exchange-sort

Input: Folge £' von binaren Schlusseln mit Bits an
Positionen 0, .. ..I, Bitposition b < [

Output: Nach Bitpositionen < b sortierte Folge #

1if F ' =1o0rb <0

2 thenreturn ¥

3 else /+ Sortiere /' nach Bit b (Quicksort) =/

4 Fo={ke F| z2(b k) = 0}

S Fy={ke F|2(bk) =1}

6 return Radix-exchange-sort(f.b — 1) +
7 Radix-exchange-sort(F7.b6 — 1)
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Beispiel

F=(6,7.4.2,3)
=(110,111,100,010,011)

110 111 100 010 011

h=21011 010|100 111 110

h=1]011 010|100 | 111 110

b =0 010011 110 111

“roblem: Informationsgewinn pro Ope-
ration nur ein Bit

@ Universitat Bremen



Die unterscheidenen Prafixe einer Menge {aq.....an} von
Zeichenketten sind die klrzesten Prafixe von {aq....,a,},
die paarweise verschieden sind.
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Der unterscheidende Prafix einer Zeichenkette «;, die
Prafix einer anderen Zeichenkette ist, ist a; selbst.

Unterscheidene ......
Prafixe

SOCRATES
SODA
SOFORT
SOFA

SORT
SORTIEREN

s, = unterscheidender Prafix von a;

@ Universitat Bremen
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Aufteilung bei Radix-exchange-sort:

Analyse

Laufzeit von Radix-exchange-sort:
» konstanter Aufwand pro Aufteilungsschritt fur a; (Bit b

testen, tauschen)
o # Aufteilungsschritte flr a; = |s;

n
Tpps(ay.....an) = > |s; =0(n+9)
1=1

@ Universitat Bremen
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= 434,528,154,176,783.204,351, 218, 900

Verteilen nach Ziffer 3:

204
. 154 218
SOrtleren 900 351 783 434 176 52
Fo F1 F2 I3 Fo s Fs Fr Fs Py
d u rCh Sammeln: 900, 351, 783, 434, 154, 204, 176, 528, 218
FaC hve rte I I e n Verteilen nach Ziffer 2:
204 154
900 218 528 434 35 176 783
Fo F Fa b3 Fy Fs Fg Fy Fy Fy
Sammeln: 900, 204, 218, 528, 434, 351, 154, 176, 783
Verteilen nach Ziffer 1:
176 218
154 204 351 434 528 783 3900
by F Fa b3 Fy Fs Fe Fy Fy Fy

Sammeln: 154, 176, 204, 218, 351, 434, 528, 783, 900

@ Universitat Bremen
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Analyse

@ Universitat Bremen

[ = Lange der Zeichenketten in Bits

Anzahl Durchlaufe: [/logm

Aufwand pro Durchlauf: O(n 4+ m)

— Gesamtaufwand: O((n+m)l/logm)

Speicherplatz: O(n+ m)
Vergleich:
| Operationen
Radix-exchange-sort | O(n + S)
Fachverteilung O((n+m)l/logm)
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| I I u Str atl O n Sortieren durch Fachverteilung:

Radix-exchange-sort:

@ Universitat Bremen
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Pseudo-Code (1)

class RadixSort |
static vold sort (Decomposable A[]}{
int n = A.length-1;
int m = A[0] .range () ;
list fach [] = new list [m+1];

/# Initialisiere die Faecher =
for (int 1 = 0; 1 <= m; i++) {
fach[i] = new list ();

}

'+ Berechne die maximale Laenge einer
Zelchenkette

int max = 1;

for (int 1 = 2; 1 <= n; i++) {
if (Af[i] .laenge() = A[max].laenge()) max

}

@ Universitat Bremen
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el
L

now

s RadixSort |

tatic void sort (Decomposable AE]]{

Pseudo-
/% Sortiere die Zeichenketten =/
COde (2) fo{r (int z = A[max] .laenge () - 1; 2 >= 0; zZ--)

f# Wertelle AJ1l] .. A[n] nach FZeichen z aut
fach[1l] .. fach[m]; fach[0] enthaelt
Zelchenketten, die kein z-tes Zeichen
haben =/

for (int i = 1; 1 <= n; i++) {
fach [A[i].zelichen (z) + 1] .append (A[1i]);
}

/% Sammle die Zeichen wieder ein =/
int 1 = 1;
for (int j = 0; j <= m; j++) {
while (! fach([]].isEmpty ()) {
Af[i++] = fach[j] .removeFirst () ;

}
}

}
}

} // class RadixSort

@ Universitat Bremen
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Adaptives Sortieren

Inversionen

Inv(X) = {(1,)) | Inversions-optimal

» 1<=1<] <=nund .= Laufzeit

» Xi > xj} » O(n log (Inv(X)/n)+n)
Ziel AE:

1*n log (Inv(X)/n)+O(n) Informationstheoretische
Wenn Inv(X) = O(n?) =  Grenze:

nlog n + O(n) » Q(n log (Inv(X)/n)+n)

e
@ Universitat Bremen
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Kartesischer Baum

» Der kartesische Baum TF

von F[1..n] ist ein geordneter ,gewurzelter*
Baum mit n Knoten.

» Der kartesische Baum des leeren Feldes ist der
eere Baum. Sel k = min (1,n).

» Die Wurzel von TF ist markiert mit k, die Kinder
sind die kartesischen Baume von

» F[1..k =71] und F[k+1..n] (wobei F[i..j] das leere
Feld ist, falls < 1).

lLl._U’ Universitat Bremen
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Konstruktion (a la wikipedia)

Process the sequence values in left-to-right order, maintaining
the Cartesian tree of the nodes processed so far, in a
structure that allows both upwards and downwards
traversal of the tree.

To process each new value X, start at the node representing
the value prior to x in the sequence and follow the path
from this node to the root of the tree until finding a value y
smaller than x. This node y is the parent of x, and the
previous right child of y becomes the new left child of x.

The total time for this procedure is linear, because the time
spent searching for the parent y of each new node x can be
charged against the number of nodes that are removed
from the rightmost path in the tree

l@’ Universitat Bremen
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Levcopoulos—Petersson Algorithmus

» Konstruiere Karteschen Baums flr die Eingabe
» Initialisiere PQ mit der Wurzel des kartesischen Baumes

» Solange PQ nicht leer:
1. Finde und lésche den min. Wert x in PQ (DeleteMin)

2. Gebe x aus
3. Filge die Kinder von x im kartesischen Baum zu PQ hinzu (Insert)

l@’ Universitat Bremen
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Vergleiche
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